TALLER VERTICAL 4 DE MATEMATICA
ARRARAS - MARANON DI LEO
CALCULO INTEGRAL

Inteqgral Indefinida

Estamos acostumbrados a decir que el producto y el cociente son
operaciones inversas. Lo mismo sucede con la potenciacion y la radicacion. Vamos
a estudiar ahora la operacion inversa de la diferenciacion.

Dada la funcion f (x), llamaremos funcion primitiva de ésta y la
designamos con F (x) a toda funcion tal que

Por ejemplo si f(x)=x?, entonces una funcion primitiva de f (x) es:

X4
F(x)=2-
-
3
ya que F'(x)=4%:x3:f(x)

o bien dF(x)=F'(x)dx = x%dx = f(x)dx

Otras funciones primitivas distintas de f(x) son, por ejemplo:

y—£+5 . y—ﬁ_l'
4 ’ 4 2

esto ocurre porque la derivada de una constante es igual a cero.

Teorema Fundamental del Calculo Integral:

“TODAS las funciones que tienen igual derivada difieren entre si en una
constante “

Luego, hallada una primitiva de f (x), todas las primitivas de f (x) difieren de la
calculada en una constante.

La operacion de encontrar todas las primitivas de f(x) es la antidiferenciacion, que
simbolizamos:

en la cual C es una constante arbitraria, debiendo leerse el miembro de la izquierda
“integral de f de x, diferencial de x “.
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Tabla de Integrales.

A partir de las tablas de derivacibn podemos obtener reglas para la
integracion:

Idx:x+C
_[kdx=x+C
xdx:—2+C
frox=3
n+l
J.x" dx = :+1+C

jcosxdx:senx+C
j—sen xdx =cosx+C
jex dx =e*+C
J.%dx= Inx+C

_[ f(x)+ g(x)dx = .[f(x)dxir Ig(x)dx

Ejemplos: Hallar:

1 4 3/2 3
1- [(8x° +/x —2)dx =8 x3+x2—2dx=81+x —2x+C=2x4+2\/X——2x+C
4 3 3
2
—2+1 —4+1
2-j(l—%+i4jdx=ji—3x-2+4x-4dx=ix—3X 42X Lc-
2 X X 2 2 -2+1 -4+1
1 -3
L3 14X te=txi 3% ¢
- -3 2 X 3X
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Actividad.

Hallar las siguientes integrales.

a) '[[1—)(73+st dx
b) [(Vx~%/x) dx
C) J.(x2+2)2dx

d) j3x2(x2—2) dx

3
x° =1
e) j w dx

Integral Definida

Aplicacién de la Integral Definida al Calculo de Areas Planas.

La integral definida, surgié como una necesidad de calcular el area de
recintos planos encerrados por curvas. Por tal motivo generalmente se presenta a la
integral definida a través del concepto de célculo de un area. Este camino es
bastante l6gico y, especialmente muy intuitivo

Supongamos que queremos calcular el &rea encerrada por la curva C de
la figura, representativa de la funcién f(x), el eje x y las rectas de ecuacion x =a
y X =b.

v
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Una grosera aproximacion de dicha area consistird en tomar el area del
rectdngulo de lados ab y f(xm) siendo xm la abscisa para la cual la funcion f(x)
asume su valor minimo en el intervalo considerado; evidentemente tal area sera
menor que el area que pretendemos medir.

yA
c=f(x
f(Xm/__lTA
|
Am |
|
A >
0 a Xm b X

Llamemos al area Am. Esta seré el producto de f (xm) por (b — a).
Es decir: Am = f(x,,)e(b—a)

Algo similar ha de ocurrir si tomamos el rectdngulo de lados ab y f(xm)
siendo xm la abscisa donde la funcion asume su valor maximo; en tal caso el area
calculada supera el valor del area bajo la curva.

y 4

v

Es decir: A, = f(x,)e(b—a)
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Resulta evidente que una aproximacion mejor se obtiene haciendo una
particion Pn del a,b , y tomando como area la suma de las areas de los rectangulos
elementales.

A = ft)Mx
A AXi AXe AXs  AXs  AXs AXe  Ax;

|
f(ty)

f(ts)

f (te)

etc.

v

A=Y A peo A fli

,
entonces A= f(t)ax
i=1

Intuitivamente nos damos cuenta que el area aproximada A’ se ajustara
cada vez mas al area A bajo la curva a medida que mayor sea el nimero de
intervalos de la particién. También es intuitivo que en el limite, cuando el numero
de los rectangulos elementales tiende a « , la suma dara exactamente el area A.

n

A=limY () ax=[ f(x) dx

n—oo <
i=1
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Para calcular la Integral definida I: f (x) dx se aplica la Regla de Barrow

[ £(x) dx=F(b) - F(a)

Recordemos que F(x) es una primitiva de f (x).

Esta expresion liga el concepto de integral definida y el de antiderivada,
que como sabemos, se calcula mediante integracién indefinida. El uso de esta regla
simplifica notablemente el calculo de las integrales definidas.

Resulta comodo usar la notacion:

Actividad. Calcular las siguientes integrales definidas.

1) _[; x* dx =

2) jol L-+x) dx=
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Célculo de Areas por Integracion Definida.

Las areas, siendo numeros que representan la medida de una superficie (es
decir el nimero de veces que cabe la unidad de superficie en un determinado
recinto), no pueden ser negativas.

Las integrales definidas en cambio, si pueden dar como resultado un nimero
negativo. Esto ocurre precisamente toda vez que la funcién asume valores negativos
en la totalidad del intervalo de integracion.

Ejemplo:

Hagamos la integral de la funcién

f(x)=(x—3>—2 entre los valores 2 y 4.

A

Dentro de ese intervalo la funcién toma exclusivamente valores negativos
y el valor resultante de la integracion es un nimero negativo; sin embargo el area
entre la curva y el eje no puede ser negativa; en consecuencia debe tomarse el valor
absoluto del resultado de la integral cuando lo que se esta calculando es un area.

El valor negativo de la integral en estos casos lo Unico que indica es que
la curva esté por debajo del eje x.

La verdadera dificultad se presenta cuando a lo largo del intervalo de
integracion la funcion cambia de signo de modo que parte de la curva queda debajo
del eje x y parte encima de él. Si no se tiene la precaucion de graficar la curva y
con ello evidenciar este hecho, se cometera el error de suponer gque la integral esta
dando el area entre la curva y el eje x, cuando en realidad el resultado de la integral
estara dando la diferencia entre las areas que estan por encima del eje x y las que
estan debajo.
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En el ejemplo, ocurriria esto si integramos entre 0 y 6. Para evitar este
inconveniente debemos dividir el intervalo de integracion en tantos subintervalos
como sea necesario a fin de tener subintervalos dentro de los cuales la funcion
tenga un mismo signo; (es decir entre “ceros” o raices de la funcién) integrar
entonces separadamente sobre cada intervalo y sumar luego los valores absolutos
de cada resultado.

Actividad: Calcular J.: [(x—3)2 —Z]dx

Ejemplo 1:

Hallar el area limitada por y =2x—x* y el eje x.

A

Hallamos las intersecciones de la curva con el eje x.
2x-x>=0 = x(2-x)=0
resulta X =0 y X, =2

Calculamos la integral definidaen 0,2

wl s

2
3
2
A=I (2x—x2) dx=x2—x— =4_§=
0 3 0 3
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Ejemplo 2: Calcular el area encerrada entre larecta y = x y la paradbola y = x?

y 1t El &rea debera obtenerse como diferencia
entre el &rea bajo la recta y el area bajo la
parabola, entre los limites que marcan las
intersecciones de ambas graficas, es decir:

X2=xX < x2-x=0

gue tiene como raices 0y 1

v

Ejemplo 3:

Hallar el &rea encerrada por larecta y=-x+5 y la parabola de ecuacion
y = x* —5x

Hallamos por igualacion las intersecciones entre ambas gréaficas

X? —5x=-X+5
X’ -4x-5=0

v

Resolviendo esta ecuacion de segundo grado obtenemos x1 = -1 y x2 =5 que
determinan los extremos de la integracion.

Para hallar el area encerrada, calculamos la integral definida de la diferencia de las
ordenadas de las dos curvas.

A=I_51 [(—x+5)—(x2—5x)] dx:.|'_51 (—x2+4x+5) dx=—x—:+2x2+5x T_’1=36
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De la grafica conjunta de las dos ecuaciones puede visualizarse que el area
bajo la curva y = x?-5x entre los puntos de abscisas 0 y 5 esta ubicada debajo del
eje de las x, debiendo en consecuencia resultar negativa la integral entre esos
limites. Sin embargo, debe tenerse en cuenta que al efectuar la diferencia entre las
areas de la recta y la parabola, la correspondiente a la pardbola ingreso en el célculo
de la integral con signo negativo, es decir restando, lo que significa que la parte
positiva del area correspondiente se restara, en tanto que la parte negativa se
sumara al efectuar el computo total.

Resulta entonces que el calculo que hemos realizado es equivalente a:

a) Computar la j_sl(—x +5) dx
b) Restar la fl(xz —5x) dx

5
c) Sumar el valor absoluto de la _[0 (x2 —5x) dx

(parte de la parabola debajo del eje x)

Actividad.

Ejercicio 1: Hallar el area limitada por:

a) y=x*-3x y el eje x.
2
b) y=X7—1 y el eje x.
C) y=x*+x-2 y=0; x=0; x=2
d) y:X2—9 elejex; x=1y x=4

Ejercicio 2: Calcular el &rea comprendida entre las curvas.

a) y=x—x° e y=—X
b) y=x"-2 e y=6-x°
c) y=9-x° e y=X+7
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Integracion Numeérica:

En las aplicaciones practicas, como hemos dicho al comenzar el
desarrollo de este capitulo, son pocas las veces en que se necesita conocer el
resultado exacto de una integral. Como la integral de una funcién puede obtenerse
exactamente hallando el limite de una sucesion, un procedimiento aproximado
consiste en emplear el mismo procedimiento tomando un término de la sucesion
suficientemente avanzado.

Partiendo el intervalo [a,b] en n subintervalos iguales de longitud Ax y
tomando el valor de la funcién en el extremo izquierdo de cada intervalo, la integral
tiene como valor aproximado:

\\
A
\~
a - AX - b 'X
AX = E
n

j:f(x)dx:Ax[f(a)+ f(a+Ax)+ f(a+2Ax)+----+f(a+(n—-1)Ax]

Ejemplo:
Calcular la integral: j:x dx

1
X2

12 02
7 1 —_— J—
a)meétodo exacto: .[Ox dx= "% =

== _= =05
2 2

0

b)método aproximado: hacemos n = 100 para lo cual resulta Ax = 100 =0,01

1.2 98 +£} = 0,495 (el valor exacto es 0,5)

ledx: [O+ + ot —
0 100 100 100 100 100
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Como hemos dicho, si no se puede calcular en forma exacta la funcion
F(x) (funcion primitiva de f(x), lo que sucede con suma frecuencia, sera necesario
apelar a métodos de célculo aproximado.

Un método de calculo aproximado que mejora el descripto de tomar
rectdngulos de igual base y alturas correspondientes al valor de la funcién en el
extremo izquierdo de los subintervalos es el llamado:

Método de los Trapecios:

Este método reemplaza cada uno de los rectangulos elementales por un
trapecio de altura igual a la longitud Ax comun de los subintervalos y bases
respectivamente iguales a los valores de la funcién en los extremos de cada uno de
los subintervalos, consiguiéndose, de este modo una mejor aproximacion al valor
exacto de la integral.

Y a
yn_z\Yn-l
N7
N
Y.
y1/
yo Q\n-l
AL An
Ao
Xo X1 X2 Xn2 Xn-1 Xn X

Suponemos entonces conocidos los valores que toma la funcién en los puntos
situados a igual distancia xo, X1, ..., Xn Siendo AX = Xi — Xi-1.

Un primer valor aproximado del &rea puede obtenerse sumando las areas de
los trapecios inscriptos en cada una de las superficies parciales.
Por ejemplo:

Area (Ao ) = Y2 Ax*(yo + y1); por lo que la suma resulta:
Ixn f(x)dx= %*(yo+2y1+2y2+---+2yn_1+yn):Ax(§+P+ Ij

siendo E = suma de las ordenadas extremas; P = suma de las ordenadas de
subindices pares; | = suma de las ordenadas de indices impares.
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Ejemplo:
1 dx . .
Calcular: (esta integral no puede calcularse facilmente con la Regla de
J.0\/2+x2
Barrow)
siendo f(x)= 1 . tomando Ax = 0,1 puede construirse la siguiente tabla:

Voixt’

X 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

f(x) |0,707 (0,706 0,705 0,702 | 0,696 | 0,686 | 0,672 | 0,653 | 0,631 | 0,605 | 0,577

E 0,707+0577

Resultando 5 ~ 2 =0642
P+1=6,056
y

[[f(x) dx=01%6,698= 0670

Actividad:

61
a)Hallar el valor aproximado de L ;dX aplicando la férmula de los trapecios
con n=4

. . 5
b)Calcular el valor aproximado como en el problema anterior para L v X+35 dx

¢)Si una curva viene dada por la siguiente tabla:

y 1,8 4,2 7,8 9,2 12,3

Hallar el &rea bajo la misma por aplicacion de las formulas de los trapecios.
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